
DEIM Forum 2011 C4-4

階層構造を持つグラフの固有値を利用した発見手法
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あらまし たんぱく質構造やリレーショナルデータ等は,複雑な構造を持つ. これらは,グラフの各頂点が,違うグラフ

に関連付けられているような階層的な構造を持つグラフとして表現できる. このようなグラフを階層グラフと呼ぶこ

ととし,グラフの場合と同様に階層部分グラフを定義する. 部分グラフ同型性判定問題は NP完全であり,階層部分グ

ラフ同型性判定問題も多量の計算コストが必要になる. 我々は階層グラフに含まれる階層部分グラフを固有値に関す

る Interlace定理を用いることにより, 効率的に発見する階層部分グラフ同型性判定の手法を提案する. 本研究では,実

験により組み合わせ的な手法のみで行うよりも,我々の手法が有用であることを確認した.
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1. は じ め に

一方のグラフがもう一方のグラフに含まれるかどうかを判

定する問題を部分グラフ同型性判定問題という．部分グラフ同

型性判定問題は，画像における特徴量抽出 [13]，化合物のデー

タベース [17]，パターン認識などにおいて表れる．しかし，近

年グラフは複雑なデータ構造を持ち，様々な情報各々関連づい

たデータとして表現されることが多く，たんぱく質構造やネッ

トワーク構造等は，従来のグラフでは十分な表現力を持たな

かった．

これらは，グラフの各頂点が，違うグラフに関連付けられて

いるような階層的な構造を持つグラフとして表現できる．この

ようなグラフを階層グラフと呼ぶこととし，グラフの場合と同

様に階層部分グラフを定義する．部分グラフ同型性判定問題は

NP完全であり，階層部分グラフ同型性判定問題も多量の計算

コストが必要になる．我々は階層グラフに含まれる階層部分グ

ラフを固有値に関する Interlace 定理を用いることにより，効

率的に発見する階層部分グラフ同型性判定の手法を提案する．

この階層部分グラフ同型性問題は今後重要な課題になっていく

と考えられる．

大規模なグラフを扱う場合,組み合わせ的な手法を使う前処

理として数値計算的な手法は有効である [14]．グラフは対称行

列で表現することができ，行列とその部分行列の固有値には，

Interlace 定理 [5] と呼ばれる関係があることが知られている．

Interlace定理はグラフの固有値に基づく手法であり，あるグラ

フの中に対象とするグラフが含まれないことを検出方法として

用いることができる．グラフを隣接行列であらわすと，主部分

行列は，誘導部分グラフを表しているため，Interlace定理を利

用することで誘導部分グラフではないものを見つけることがで

きる．

2. 関 連 研 究

部分グラフ同型判定問題に関する研究として，Ullmann [6]

の手法や VF2 [7]がある．Ullmannの手法はバックトラックと

呼ばれる手続きを用いて部分グラフ同型性判定を行う手法であ

る．VF2 は 2 つのグラフの枝の間のマッピングの状態を更新

していくことで 2つのグラフの間の同型写像を作成する．VF2

は Ullmann の手法に比べて，使用するメモリ量が少ないとい

う利点を持っている．

また，ある頂点にアイテム集合が付与されているグラフで

あるアイテム集合付きグラフ (IAグラフ)の解析 [16]や，多く

の要素が複雑に絡み合うようなネットワーク構造のデータ解

析 [18]などがある. これらのように，複雑な構造を持ったグラ

フに関する研究は限定的な分野ではあるが，されるようになっ
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図 1 例 1 の階層グラフ H

てきている．

3. 準 備

3. 1 階層部分グラフ同型

本研究では，無向グラフに焦点をあてる.

［定義 1］ (グラフ) あるグラフを (V,E,L, µ) とする．V =

{v1, v2, . . . vn}を頂点の集合，E = {vivj |vi, vj ∈ V, i |= j}を
枝の集合，Lを頂点と枝のラベルの集合，µ : V ∪E → Lを各

頂点と各枝にラベルを割り当てる関数とする．

［定義 2］ (階層グラフ)ある階層グラフH を (G, ν)とする．G

はグラフ集合 {gi|i = α, 1, 2, . . . , n}，グラフ gαを階層グラフH

の一番高い階層のグラフだとする. V (G) と ν(V ) は，それぞれ

V (G) = {v|v ∈ V (g), g ∈ G} と ν(V ) = {g|g = ν(v), v ∈ V }
を意味する. ν : V (G) → G は頂点をグラフに対応させる

関数とし, グラフ集合 G において，ν(· · · ν(V (ν(V (gi))))) ∩
ν(· · · ν(V (ν(V (gj))))) = ∅ の条件を満たす．
［例 1］ 階層グラフ H の例を図.1 に示す. この場合, グラ

フ集合は G = {gα, g1, g2, g3, g4, g5, g6, g7} となり, 一番高

い階層のグラフは gα である．V (G) は全ての頂点の集合

{V (gα), V (g1), . . . V (g7)} を意味する．枝ラベルには全て 1

を使い，グラフ gα と g2 に焦点をあてると，グラフ gα はそ

れぞれ, V (gα) = {vgα1 , vgα2 , vgα3 }, E(gα) = {vgα1 vgα2 , vgα2 vgα3 ,

vgα3 vgα1 }, µ(vgα1 ) = 1, µ(vgα2 ) = 2, µ(vgα3 ) = 3, µ(E(gα)) =

{1, 1, 1}, ν(vgα1 ) = {g1}, ν(vgα2 ) = {g3}, ν(vgα3 ) = {g2} と
なる．また，グラフ g2 はそれぞれ, V (g2) = {vg21 , vg22 , vg23 ,

vg24 , vg25 }, E(g2) = {vg21 vg22 , vg22 vg23 , vg23 vg24 , vg24 vg25 , vg25 vg21 ,

vg22 vg23 , vg25 vg21 , vg25 vg23 }, µ(vg21 ) = 3, µ(vg22 ) = 4, µ(vg23 ) = 5,

µ(vg24 ) = 2, µ(vg25 ) = 1, µ(E(g2)) = {1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1},
ν(vg21 ) = ∅, ν(vg22 ) = ∅, ν(vg23 ) = {g6}, ν(vg24 ) = ∅,
ν(vg25 ) = ∅となる．
［定義 3］ (部分グラフ同型) gl = ( V l, El, Ll, µl ) を n 個の

頂点を持つグラフ，gs = ( V s, Es, Ls, µs) を m 個の頂点を

持つグラフとする (m <= n)．

部分グラフ同型性判定とは，以下の条件を持つ単射写像 f :

V l → V s が存在するか否かということである (∀(u, v) ∈ El)．

（ 1） (f(u), f(v)) ∈ Es．

（ 2） µl(u) = µs(f(u)), µl(v) = µs(f(v)).

（ 3） µl(u, v) = µs(f(u), f(v)).

これらの条件を満たすとき，gs は gl の部分グラフであり，
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図 2 例: グラフ gl, 誘導部分グラフ gs1, 部分グラフ gs2

gs⊂=gl と記述する．

［定義 4］ (階層部分グラフ同型) Hl = (Gl, νl) と Hs =

(Gs, νs) を階層グラフとし，それらの Gl = {gli|i =

α, 1, 2, . . . , n} と Gs = {gsj |j = α, 1, 2, . . . ,m} をそれぞれ
のグラフ集合とする (m <= n)．以下の条件を満たすとき，Hs

は Hl の階層グラフとし，Hs⊂
=Hl と記述する．

（ 1） 全ての j において gsj⊂=gli となる i が存在する．

グラフとは，階層グラフの ν(V )が空集合である特別な場合

と考えることができる. 以後，話を明確にするために，二つの

階層を持つ場合に焦点をあてることにする．

3. 2 グラフの対称行列表現

誘導部分グラフの表現方法

誘導部分グラフの場合，以下のように隣接行列を用いて表現す

る．隣接行列は対称行列であり，行列の次数はグラフの頂点数

に等しい．

［定義 5］ グラフ g = (V,E, L, µ) を行列 A を用いて以下のよ

うに表現する．対角成分には頂点のラベル，非対角成分には枝

のラベルを使用する．Aij を 行列 A の (i, j)要素とする．

Aij :=


µ(vi) (i = j)

ν(vi, vj) (i |= j, (vi, vj) ∈ E)

0 (otherwise)

(1)

［例 2］ 図.2では，グラフ gs1 はグラフ gl の誘導部分グラフで

ある．この場合，以下のように gl と gs1 を行列表現する．

gl =


1 1 3 0 2

1 2 1 0 0

3 1 5 2 0

0 0 2 4 1

2 0 0 1 3

 , gs1 =

 1 1 3

1 2 1

3 1 5



部分グラフの表現方法

誘導部分グラフではない部分グラフの場合，グラフを隣接行列

で表現することができない．

［例 3］ 図.2のように，グラフ gs2 は gl の部分グラフではある

が，誘導部分グラフではない場合，隣接行列で表現するとそれ

ぞれ以下のようになる．
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図 3 例 5 : 階層グラフ Hl と階層グラフ Hs

gl =


1 1 3 0 2

1 2 1 0 0

3 1 5 2 0

0 0 2 4 1

2 0 0 1 3

 , gs2 =

 1 1 0

1 2 1

0 1 5



これは S⊤S = I , gs2 = S⊤glS となる n×m行列 S が存在し

ない．

そこで，Haemers [5]が提案した接続行列を利用した表現方法

を用いて，以下のように表現する．

［定義 6］ グラフ g = (V,E, L, µ) を行列 M を用いて以下の

ように表現する．Mij を 行列 M の (i, j)要素とする，

M :=

(
P N

N t Q

)
. (2)

P,Qは，それぞれ以下の Pij , Qij を要素とする対角行列である．

Pij :=

{
µ(vi) (i = j)

0 (otherwise)
(3)

Qij :=

{
ν(vk, vl) (i = j)

0 (otherwise)
(4)

［例 4］ 図.2 において，グラフ gs2 は gl の部分グラフである．

このグラフ gs2 の行列表現を以下に示す．

Ngs2 :

(1) (2)

1 1 0

2 1 1

5 0 1

, gs2 =


1 0 0 1 0

0 2 0 1 1

0 0 5 0 1

1 1 0 1 0

0 1 1 0 1


階層グラフの行列表現

Hl = (Gl, νl) と Hs = (Gs, νs) を階層グラフとして，それぞ

れグラフ集合 Gl is {glα, gl1, . . . , gln} と Gs is {gsα, gs1, . . . , gsm}
を 持つとする (m <= n)．
［例 5］ 図.3における階層グラフ Hl を例とする．枝ラベルは
全て 1とすると，Hl の隣接行列表現は以下のようになる．

g
l
α =

(
1 1 0 1
1 2 1 1
0 1 3 1
1 1 1 2

)
, g

l
1 =

(
1 1 1 0 1
1 2 1 0 0
1 1 5 1 0
0 0 1 4 1
1 0 0 1 3

)
, g

l
2 =

(
4

)
,

g
l
3 =

(
1 1 1 1 1
1 2 1 1 1
1 1 5 1 1
1 1 1 4 1
1 1 1 1 3

)
, g

l
4 =

(
1 1 0 0 1
1 2 1 0 0
0 1 5 1 0
0 0 1 4 1
1 0 0 1 3

)

グラフ gl1,g
l
2,g

l
3,g

l
4 は µl(glα)によって関連付けられたグラフで

ある．

3. 3 インタレース定理と部分グラフ

次の 2つの実数列: α1 <= α2 <= . . . <= αn,θ1 <= θ2 <= . . . <= θm

(m <= n)において，以下を満たすとき，2つの実数列は Interlace

するという．

αi <= θi <= αi+(n−m)(i = 1, . . . ,m) (5)

［定理 1］ Interlace定理

S を S⊤S = I を満たす n × m の実行列とし，A を固有値

α1 <= α2 <= . . . <= αnを持つ n×n対称行列とする．B = S⊤AS

を定義し，B は θ1 <= θ2 <= . . . <= θm (m <= n) の固有値を持つ

とする. このとき,Bの固有値とAの固有値は Interlaceする.□

グラフ A,B を隣接行列で表現した場合，A,B の固有値が In-

terlaceしなければ，グラフ B はグラフ Aの誘導部分グラフで

はないといえる．本稿では，固有値が Interlaceしないことに

よって，一方のグラフ gs が，もう一方のグラフ gl の誘導部分

グラフではないことを検出する処理をフィルタリングと呼ぶ．

3. 4 2分法に基づく固有値範囲比較

固有値の存在範囲によって Interlace定理を利用するための，

計算手法について述べる [15]．固有値の大小関係を高速に比較

するため，本研究では行列の固有値の計算に 2 分法を用いる．

2分法はシルベスターの慣性律を利用する．

n次対称行列 Aの固有値のうち，負,0,正のものの個数，,そ

れぞれ τ(A),ξ(A),π(A)と定義する．

［定理 2］ シルベスターの慣性律

Aが対称行列で,S が正則行列であるとし，B = S⊤AS とおく.

そのとき,Aと B は

τ(A) = τ(B), ξ(A) = ξ(B), π(A) = π(B)

という同じ慣性を持つ. □

n 次対称行列 Gl と,m 次対称行列 Gs における 2 分法に基

づく固有値比較のアルゴリズムを Algorithm1 に示す. 固

有値範囲更新の際は，慣性に基づき，g < z となる固有

値の数を Negcount(g, z) と定義する．I を対角行列とする

と,Negcount(g, z)は行列 g−zI の負の固有値の個数 τ(g−zI)

を意味する. gの小さい方から i番目の固有値を λiとする．2分

法は，λi が存在する上限 λup
i と下限 λlow

i を初期値として与え

る．z = (λup
i + λlow

i )/2として，Negcount(g, z)を計算する．

Negcount(g, z)が iより小さい場合，λlow
i の値を z で更新し，

それ以外であれば λup
i の値を zで更新する．z = (λup

i +λlow
i )/2

と，Negcount(g, z)を使い，上限と下限を繰り返し更新してい

く．固有値の存在範囲において，固有値が Interlace するかど

うかを調べることができた時点で終了する．



Algorithm 1 Compare Eigenvalues

Inputs: gl,(order n),gs,(order m)

Outputs: gs は gl の部分グラフ候補である.

1: {alowi }, {aupi }, {θ
low
i }, and {θupi } を初期化する．

2: for i← 1 to m do

3: while aupi
>= θlowi do

4: if aupi − alowi
>= θupi − θlowi then

5: aupi or alowi の固有値範囲更新

6: end if

7: if aupi − alowi
<= θupi − θlowi then

8: aupi or alowi の固有値範囲更新

9: end if

10: if θupi
<= alowi then

11: return gs は gl の部分グラフではない.

12: end if

13: end while

14: while θupi
>= alow

i+(n−m)
do

15: if aup
i+(n−m)

− alow
i+(n−m)

>= θupi − θlowi then

16: θupi or θlowi の固有値範囲更新

17: end if

18: if aup
i+(n−m)

− alow
i+(n−m)

<= θupi − θlowi then

19: θupi or θlowi の固有値範囲更新

20: end if

21: if aup
i+(n−m)

<= θlowi then

22: return gs は gl の部分グラフではない．

23: end if

24: end while

25: end for

4. 提 案 手 法

4. 1 階層部分グラフ同型性判定

本研究では階層グラフにおける，効率的な階層部分グラフ同

型性判定，Algorithm2を提案する．Algorithm2は 5つの Step

で構成される．

　

Step1: gsα が glα の部分グラフか否かを判定する (line 1 and

5)．初めに Interlace定理による判定をし，次に VF2を利用す

る．gsα が glα の部分グラフでない場合，この時点で Hs が Hl

の階層部分グラフでないと判定できる．

　

Step2: V (glα) を νs(V (glα)) によって頂点とグラフ G′l を

対応づける (line 9)．glα が glα の部分グラフであるので，

V (gsα) ∈ V (glα) となる頂点が存在する. ゆえに，V (gsα) ∈
V (glα) となる頂点に関連付けられたグラフ νs(V (glα))のみを，

νs(V (gsα)) と比較していけばよい．また，そのグラフ集合を

G′l = {g′l|g′l1 , g′l2 , . . . , g′lm}と定義する．
　

Step3: 頂点と，その頂点に付いている枝のラベルでグラフ同

型性問題の判定を行う (line 11 and 16)．なぜなら gsα は 複数

のグラフ g′l の部分グラフ候補になりえるからである．グラフ

同型性問題は，全ての組み合わせで考えると莫大な時間を要す
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図 4 例 6 : 2 通りの階層グラフ Hs

る為，単純な処理として，頂点とその頂点に付いている枝のラ

ベルで比較するのみに留めておく．この処理の詳細は Stepの

後に記述する．

　

Step4: gsi が g′lj の部分グラフでないものをフィルタリングす

る (line 14,17,19 and 23)．gsi が，全ての j における glj の部分

グラフではないと判定されたら，gsi は階層グラフ Hl に含まれ

ていない為，この時点で Hs が Hl の階層部分グラフでないと

判定できる．

　

Step5: Hs が Hl の階層部分グラフか否かを判定する (line

30,32 and 36)．Interlace定理によりフィルタリングされなかっ

た部分グラフ候補を VF2により部分グラフか否かを判定する．

これは Interlace定理によるフィルタリングでは候補を出力す

るのみで，最終的には組み合わせの手法で確認しなければいけ

ない為である．そして最終的に Hs が階層グラフ Hl の階層部

分グラフか否かを判定する．

　

前述と同条件の階層グラフ Gl
g と Gs

g が与えられたとき，グラ

フ同型性問題の判定をしないといけない．その例を以下に示す．

［例 6］ 図 4 のような形の階層グラフ Hs が考えられたとき，

グラフ gs2 とグラフ gs3 が入れ替わった場合も，階層グラフHs

は同型である．ゆえに，gs2⊂=g′l2 , gs2⊂=g′l3 となる可能性と，同様

に gs3⊂=g′l2 , gs3⊂=g′l3 となる可能性がそれぞれある．

このように例 6 には二つの可能性がある. しかし，同型判定を

全ての組み合わせで完全に行うと，処理時間が爆発的に増えて

しまう可能性がある．そこで Step3のような単純な同型判定の

処理を示す. 次の (1),(2)の条件を両方満たすとき,同型の候補

とする.

(1)行列表現した際に，頂点ラベルが同じ．(2)頂点ラベルと枝

ラベルを行で加算していった結果が同じ．この結果，手順 4に

おける Interlace定理による判定を行う回数は最悪で m2 回で

ある．

［例 7］ 図.4の gs を隣接行列で表現したものと，その単純な

グラフ同型性問題に対する処理を以下に示す．

gsα =

 1(vs1) 1 1

1 2(vs2) 1

1 1 2(vs3)

 , gsα =

 1 + 1 + 1

1 + 2 + 1

1 + 1 + 2

 = 3

= 4

= 4



Algorithm 2 Hierarchical Subgraph Isomorphism

Inputs: Hl = (Gl, νl) , Gl = {gl|glα, gl1, . . . , gln}, Hl の一番高い階

層のグラフ glα, H
s = (Gs, νs) , Gs = {gs|gsα, gs1, . . . , g

s
m}, Hs

の一番高い階層のグラフ gsα.

Outputs: Hs は Hl の階層部分グラフではない.

1: Compare Eigenvalues (glα , gsα)

2: if gsα は glα の部分グラフではない. then

3: return Hs は Hl の階層部分グラフではない.

4: end if

5: gsα と glα の VF2 による部分グラフ同型性判定.

6: if gsα は glα の部分グラフではない. then

7: return Hs は Hl の階層部分グラフではない.

8: end if

9: G′l ← νs(V (glα)) , このグラフ集合を G′l = {g′l|g′l1 , g
′l
2 , . . . , g

′l
m}

とする.

10: for i← 1 to m do

11: Ai ← µ(vsi ) + µ(vsi v
s
1) + · · ·µ(vsi v

s
i−1) + µ(vsi v

s
i+1) + · · ·+

µ(vsi v
s
m).

12: end for

13: for i← 1 to m do

14: G′s
i ← ∅ と初期化する．

15: for j ← 1 to m do

16: if Ai = Aj then

17: Compare Eigenvalues (g′lj , gsi )

18: if gsi は g′lj の部分グラフ候補である. then

19: G′s
i ← G′s

i ∪ {g
′l
j }

20: end if

21: end if

22: end for

23: if G′s
i = ∅ then

24: return Hs は Hl の階層部分グラフではない.

25: end if

26: end for

27: for i← 1 to m do

28: for j ← 1 to m do

29: if g′lj ∈ G′s
i then

30: gsi と glj の VF2 による部分グラフ同型性判定.

31: if gsi は g′lj の部分グラフではない. then

32: G′s
i ← G′s

i \{g
′l
j }

33: end if

34: end if

35: end for

36: if G′s
i = ∅ then

37: return Hs は Hl の階層部分グラフではない.

38: end if

39: end for

(1)頂点 vs2 と 頂点 vs3 のラベルは共に 2.

(2)頂点 vs2 のラベルと，その頂点についている枝のラベルを足

していくと 1 + 2 + 1 = 4．頂点 vs3 の場合も 1 + 1 + 2 = 4と

なり，結果が共に 4である．このとき， νs(v23) に対応してい

た νs(vlα)を，νs(vs2) にも対応付ける．同様に，νs(v22) に対応

していた νs(vlα)を，νs(vs3) にも対応付ける．

本研究では，組み合わせアルゴリズムとして VF2を使用する．

Interlace定理によりフィルタリングされないものについては，

組み合わせ的なアルゴリズムを使用して部分グラフの判定を行

う．組み合わせ的なアルゴリズムと Interlace 定理を組み合わ

せて利用することで，効率的に階層部分グラフを発見すること

ができる．

5. 評 価 実 験

全ての実験は CPU: Intel(R) Xeon (R) 2.50GHz , メモリ:

8GB , OS: Windows Vista Business の環境で行い，誘導部分

グラフを利用して実験を行っている．部分グラフの場合は，接

続行列を利用して対称行列に変形することで，同様に使用でき，

誘導部分グラフと同様の結果になるため特に記述はしない．

一つ目に，図.5 と 図.6は, 階層グラフ Hl のサイズの違いと

して，グラフセットのグラフ数の多さと階層部分グラフ同型性

判定に要する時間を示している．二つ目に，表.1 から 表.4は，

グラフセットのグラフ数の数を固定し，階層グラフとして用い

るグラフの条件を変えた場合の階層部分グラフ同型性判定に要

する時間を示している．

本研究では我々の方法を評価する為に，VF2 のみで要した

時間と，Interlace定理によるフィルタリングと VF2を組み合

わせた手法に要した時間を比較している．組み合わせアルゴリ

ズムである VF2 [7]は部分グラフ同型性判定として高速である

としられている．実験では頂点と枝のラベルに正の整数を利用

する.

5. 1 階層部分グラフ同型性判定の処理時間

階層グラフの大きさが変化したときと，その階層部分グラフ

同型性判定を行うまでの処理時間を示す．図.5では，階層グラ

フとして Hl = (Gl, νl) , Hs = (Gs, νs) が，グラフ集合とし

て Gl = (glα, g
l
1, g

l
2, . . . , g

l
n) , Gs = (gsα, g

s
1, g

s
2, . . . , g

s
n) がそれ

ぞれ与えられたとする．グラフ glα とグラフ gsα は，それぞれ

の階層グラフにおける一番高い階層のグラフとし， 頂点数 n

を持ち，25, 50, . . . 200 と変化させていく．

頂点には 3 ラベル，枝には 1 ラベルを利用する．グラフ

gl1, . . . , g
l
n には頂点数 50 , 頂点に 3 ラベル , 枝数 350 前後 ，

枝に 1 ラベルを利用する．グラフ gs1, . . . , g
s
n には頂点数 30 ,

頂点に 3 ラベル , 枝数 200前後，枝に 1 ラベルを利用する. ま

た，ν(glα) で gl1, . . . , g
l
n が, ν(gsα) で gs1, . . . , g

s
n がそれぞれ関

連付けられているとする．図.6 では，gl1, . . . , g
l
n と gs1, . . . , g

s
n

の頂点ラベルを，2 ラベルに変化させた場合の処理時間である．

階層部分グラフ同型性判定の為に，Interlace定理による処理

を n回 行い，n/2(切り上げ)個のグラフのフィルタリングに成

功し，残りの n/2(切り捨て)個のグラフを VF2により判定し

た合計の処理時間を示す．その際 階層グラフの大きさであるグ



図 5 階層部分グラフ同型性判定の処理時間 (3 ラベル)

図 6 階層部分グラフ同型性判定の処理時間 (2 ラベル)

ラフ集合の数 n を 0 から 200 まで変化させていき，それぞれ

の処理時間を示す．

図.5をみると，Interlace定理と VF2を利用した場合，VF2

のみの判定より処理時間がかかってしまっている．頂点ラベル

数が 3の場合には，VF2が高速に行われるため, Interlace定理

を利用すると，結果的に処理時間が多くかかってしまう.

図 6 をみると，VF2 のみの判定よりも合計処理時間は短く

なり，良い結果を示している. 頂点ラベル数が 2 の場合には，

VF2による処理時間が多くかかるために，Interlace定理によ

るフィルタリングによって，効率的に時間を短縮できることが

確かめられた．

5. 2 VF2との処理時間比較

Interlace定理によるフィルタリング性能は，

（ 1） あるグラフと違うグラフの頂点数が近く，枝数が少ない.

（ 2） あるグラフと違うグラフの頂点数の差が大きく ，枝数が

多い.

の二通りで有用であることが確かめられている [14].

階層グラフの頂点数と枝数を変えた時に，階層部分グラフ

同型性判定までにかかる処理時間を表.1 から 表.4に示す．表

の ”VF2 only” は階層部分グラフ同型性判定に VF2のみを使

用した場合の時間，”Filtering” は Interlace定理による処理に

要する時間，”+VF2” は Interlace定理によってフィルタリン

グされなかったグラフを VF2 により判定する時間，”Total”

は”Filtering”と”+VF2”により要した階層部分グラフ同型性判

定までにかかる時間をそれぞれ示している．要素における ”-”

は VF2 による処理時間が莫大過ぎて，時間が測れなかった際

に使用している．

表 1 提案手法とVF2の各処理時間 (gl: 頂点数 100 , 枝数 2000),(gs:

頂点数 80 ),(ラベル数: 4 )

枝数
Filtering +VF2 Total VF2only

[sec] [sec] [sec] [sec]

300 4.18 2089.01 2093.19 3678.30

400 4.22 897.07 901.29 1037.00

500 4.24 79.03 83.27 79.03

700 4.50 11.93 16.43 11.93

900 4.83 4.05 8.88 4.05

1100 5.17 1.39 6.56 1.39

表 2 提案手法とVF2の各処理時間 (gl: 頂点数 100 , 枝数 2000),(gs:

頂点数 80 , 枝数 400)

ラベル数
Filtering +VF2 Total VF2only

[sec] [sec] [sec] [sec]

3 4.47 - - -

4 4.47 3358.00 3362.47 4206.06

5 4.48 1.26 5.74 1.764

表 3 提案手法とVF2の各処理時間 (gl: 頂点数 100 , 枝数 2000),(gs:

頂点数 80 , 枝数 800)

ラベル数
Filtering +VF2 Total VF2only

[sec] [sec] [sec] [sec]

3 4.88 2606.47 2611.35 2606.47

4 4.84 8.38 13.22 68.38

5 4.82 0.46 5.28 0.46

実験は Gl を 100 個の頂点， 2000 個の枝を持つグラフ 100

個のグラフ集合，Gs を 100 個のグラフ集合として処理を行っ

た．使用するグラフは，表.1 では，グラフ Gs の 50 個が Gl

の誘導部分グラフであり ，残りの 50 個が gl の誘導部分グラ

フでないとする．表.2 から 表.4では，グラフ Gs 全てが Gl の

誘導部分グラフでないとする.

表.1は，gl と gs の頂点と枝に使用するラベル数が 4，80 個

の頂点を持つとし，枝数が 300 , 400 , . . . , 1100 のグラフを

使用した．表.2は，gs は 80 個の頂点を持ち， 400 個の枝を

持つとし，gl と gs の頂点と枝に使用するラベル数が 3 , 4 , 5

のグラフを使用した．表.3 と表.4 は，表.2 の，枝数を 800 と

1600 に変えたグラフを使用した．

表.1 において，枝数 300 のとき，提案手法は 2093.19[sec],

VF2 のみの手法は 3678.30[sec]となり，この場合，提案手法は

有用である．しかしながら，多くの他の場合では VF2のみで

行う手法の法が提案手法よりも早い結果となっている．

また表.2 から 表.4では，gl と gs 使用ラベル数を 3 から 5

に変化させている．ここから分かるように，VF2の処理時間は

ラベル数にかなり依存し，枝が少ない場合は組み合わせ爆発を

起こすので顕著に時間を多く要する．よって,表.4のように枝

数が多い場合，多少フィルタリングされたとしても有用ではな

い．しかし，表.2や表.3のように，あるグラフと違うグラフの

頂点数が近く，枝数が少ない場合，提案手法は有用である．



表 4 提案手法とVF2の各処理時間 (gl: 頂点数 100 , 枝数 2000),(gs:

頂点数 80 , 枝数 1600)

ラベル数
Filtering +VF2 Total VF2only

[sec] [sec] [sec] [sec]

3 5.83 0.15 5.88 0.35

4 5.82 0.024 5.844 0.042

5 5.78 0.015 5.795 0.026

6. 結 び

本稿では，Interlace定理による効率的な階層部分グラフの発

見手法を提案した．実験から，Interlace定理を利用することに

よって，組み合わせアルゴリズムのみでは時間がかかるものに

対して，高速に階層部分グラフを発見できることが分かった.

近年の複雑な情報が関連づいたデータにおいて，本提案は様々

な分野で利用できるものであろう．

現状の問題点として提案手法には，階層グラフであるグラフ

がより大きな階層を持っていた場合，計算量が爆発的に増えて

しまう可能性がある．よって今後の課題として，(1) より複雑

な階層を持っている階層グラフへの処理方法．(2) Interlace定

理によるフィルタリングの性能の向上．(3) 固有値の計算速度

の向上．等があり，テンソルデータを利用した部分グラフ同型

性判定が，より高速にフィルタリング処理ができ，かつ複雑な

構造に対応させることができると考えられる．
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