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並列カウンタ配列による近似頻出値問題のための高速な要約データ構造
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あらまし 要素の追加と削除を許したデータストリーム上の近似頻出値問題を効率良く解くための要約データ構造を

提案する．要素の全体集合を U = [0, u)で表し，要素 x ∈ U の入力データストリーム中の頻度を fx で表すとき，近

似頻出値問題は，事前に定めた実数 ϕ ∈ (0, 1]と ε ∈ (0, ϕ]に対して，fx > ϕnを満たす要素 xを全て含む近似頻出

値集合 F̂ ⊆ U を返す問題である．ここで，nは全要素の合計頻度（追加した要素数と削除した要素数の差）を表し，

任意の要素 x ∈ F̂ は fx > (ϕ − ε)nを満たす．提案データ構造は，全要素の頻度情報を O(log(k/δ) log(u)/ε)領域で
近似的し，要素の追加と削除を償却 O(log(k/δ))時間で，近似頻出値集合の出力を O(log2(k/δ)/ε)時間でサポートす
る．ここで，δ ∈ (0, 1]は出力の失敗確率を定める任意の実数であり，k = ⌈1/ϕ⌉とする．同問題を解く Cormodeと
Muthukrishnanの要約データ構造 (ACM Trans. Database Syst., 2005)と比較した場合，提案データ構造は，同等の
計算領域と失敗確率を達成しつつ，全操作を理論的に高速化している．また，この高速化の実現のために，計算機ワー

ド内並列性を利用して複数カウンタ上の更新と比較を高速に実現するデータ構造である並列カウンタ配列を提案する．
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1. は じ め に

入力データストリーム S 上の頻出値問題 (frequent elements
problem)は，事前に定めた任意の実数 ϕ ∈ (0, 1]に対し，要素
の集合 F = {x ∈ U | fx > ϕn}を求める問題である．ここで，
U = {0, . . . , u− 1}で要素の全体集合を表す．また，fx で要素

x ∈ U の S 中の頻度を表し，n =
∑

x∈U
fx で全要素の合計頻

度を表す．この問題は，ネットワーク異常の検知，インターネッ

ト広告の最適化，検索クエリ傾向の解析などの幅広い分野に応

用な基盤技術であり，盛んに研究されてきた [3, 6–10,14–17]．
一方，この問題を厳密に解くアルゴリズムの計算領域の下限

は Ω(u)ビットである [7]．そのため，理論と実用の両方の興味
から，既存研究の多くは，次のデータストリーム上の近似頻出

値問題を解く o(u)ビット領域の要約データ構造あるいはスケッ
チの開発に焦点を当ててきた [7–9,14,15,17]：

問題 (データストリーム上の近似頻出値問題 [6]) 長さ n の入

力データストリーム S 上の近似頻出値問題とは，事前に定め

た任意の実数 ϕ ∈ (0, 1]と ε ∈ (0, ϕ]に対し，近似頻出値集合
F̂ ⊆ U を出力する問題である．ここで，任意の要素 x ∈ F̂ に
対して fx > (ϕ− ε)nであり，また，F ⊆ F̂ を満たす．

Cormodeと Muthukrishnan [7]は，この近似頻出値問題を
確率的に解く要約データ構造 Combinatorial Group Testing
(CGT) を提案している．CGTは，全要素の頻度情報を管理する
要約データ構造 Count-Min Sketch (CMS) [8]をグループ検査
のアイデアで拡張することで構成され，基本操作である要素の

追加と近似頻出値集合出力だけでなく，要素の削除と，近似頻

度計算，近似内積計算など多くの操作を効率良くサポートする．

具体的には，要約データ構造 CGTは，O(log(k/δ) log(u)/ε)
領域を用いて，要素の追加と削除を O(log(k/δ) log(u)) 時間
でサポートし，任意の時点における近似頻出値集合 F̂ を
O(log(k/δ)(log(u) + log(k/δ))/ε) 時間で出力する [7]．ここ
で，k = ⌈1/ϕ⌉は解の最大個数を表す整数であり，δ ∈ (0, 1]は
出力の失敗確率を定める任意の実数である．

この要約データ構造のボトルネックは，全ての操作の計算時

間に出現する要素の表現長 log uの項である．実際，Cormode
と Muthukrishnan [7] は，このボトルネックを部分的に改善
するために更新時間と計算領域のトレードオフを与えており，

O(τ log(k/δ) logτ (u)/ε)領域を許すことで，要素の追加と削除
を O(log(k/δ) logτ (u)) 時間に高速化できることを示した．こ
こで，τ ≥ 2は任意の整数である．一方，近似頻出値集合の出
力は O(log(k/δ)(τ logτ (u) + log(k/δ))/ε)に低速化する．
しかし，この Cormode と Muthukrishnan のトレードオフ

には，以下の二つの課題がある：

(1) 計算領域を o(u)ビットに保ったまま，要素の追加と削除
を O(log u)倍に高速化できない．

(2) 計算領域と成功確率を犠牲にすることなく，更新操作と出

力操作を同時に高速化できない．

本稿では，既存の要約データ構造CGT [7]と同じデータ構造サ
イズと成功確率を達成しつつ，要素の追加と削除を O(log u)倍
に，近似頻出値出力をO(log(u)/ log(k/δ))倍に同時に高速化し
た要約データ構造 Bit-Parallel Combinatorial Group Testing
(BP-CGT)を与えることで，上述の二つの課題を同時に解決で
きることを示す．本稿の主定理を以下に示す：



定理 1 近似頻出値問題に対して，要素の追加と削除を償却
O(log(k/δ))時間でサポートし，任意の時点における近似頻出
値集合をO(log2(k/δ)/ε)時間で出力するO(log(k/δ) log(u)/ε)
領域のデータ構造が存在する．ここで，k = ⌈1/ϕ⌉であり，任
意の実数 δ ∈ (0, 1]に対して出力の成功確率は 1− δ である．

本稿では，CormodeとMuthukrishnanの結果 [7]と同様に，
計算モデルとしてワード長 w の unit-cost word RAM を仮定
する．また，各要素の表現長は w ≥ log uを満たすと仮定する．

提案データ構造の高速化のアイデアは，ビット並列カウンタ

配列によるサイズ m = O(w)のカウンタ配列 C[0..m－ 1]の
高速な実装である．並列カウンタ配列は，主に近似文字列照合

の高速化に利用されてきた，計算機ワード内並列性を利用して

複数個のカウンタを高速に処理するデータ構造である．以降で

は，ビット並列カウンタ配列を単に並列カウンタ配列と呼ぶ．

Baeza-YatesとGonnet [1]は，k文字の異なりを許す近似文

字列照合の高速化のために，単一の計算機ワードに詰め込まれ

た O(w/ log k)個の O(log k)ビット整数カウンタに対する定数
値の加減算を定数時間で実現する並列カウンタ配列を与えた．

Grabowski と Fredriksson [12] は，O(log k) ビット整数カ
ウンタと O(log log k) ビット整数カウンタを併用することで，
O(w/ log log k) 個の O(log k) ビット整数カウンタに対する定
数値の加減算を償却定数時間で実現する並列カウンタ配列を与

えている．また，これを拡張し，O(w)個の任意ビット長の整
数カウンタに対する定数値の加算を償却定数時間で実現する並

列カウンタ配列を与えている．

最後に，Billeと Thorup [2]は，正規表現照合の文字クラス
の繰り返しを高速に扱うために，O(w)個の任意ビット長の整
数カウンタに対する定数値の減算と，各カウンタごとに異なる

整数への初期化，正数判定を償却定数時間で実現する並列カウ

ンタ配列を与えている．

本稿では，O(w)個の整数カウンタに対する定数値の加算と
減算の両方向の更新を償却定数時間でサポートする並列カウン

タ配列を与える．これに対し，既存の並列カウンタ配列は，（償

却）定数時間で処理可能なカウンタの個数が少ない，あるいは，

定数値の加算と減算の片方向の更新だけをサポートしていた．

1. 1. 関 連 研 究

データストリーム上の（近似）頻出値問題に関する既存研究

は，データ構造のサポートする操作の種類に従って分類でき

る [6]．以下では，（近似）頻出値出力と要素の追加と削除をサ
ポートするデータ構造に関する既存研究について述べる：

Frandsenと Skyum [10]は，ϕ = 0.5に対する頻出値問題で
ある過半数値問題を解く O(n)領域のデータ構造を与えた．こ
のデータ構造は，過半数値出力と要素の追加と削除を定数時間

でサポートする．第 4節で与える要約データ構造は，過半数値
出力に近似を許すことで，このデータ構造と同等の計算時間を

実現しつつ，データ構造サイズを O(log u)領域に改善する．
CormodeとMuthukrishnan [7]は，ϕ = ε = 0.5の場合の近

似頻出値問題である近似過半数値問題を確率的に解く O(log u)
領域の要約データ構造を与えた．このデータ構造は，近似過半

数値出力と要素の追加と削除を O(log u)時間でサポートする．
第 4 節で与える要約データ構造は，このデータ構造と同等の
計算領域を実現しつつ，近似過半数値出力を定数時間に要素

の追加と削除を償却定数時間に改善する．また，Cormode と
Muthukrishnan [7]は，近似頻度計算と要素の追加と削除をサ
ポートする要約データ構造を近似頻出値問題に拡張するアイデ

アを与え，Cormodeと Muthukrishnan [8]は，このアイデア
を利用することで，CMSを近似頻出値問題に拡張した要約デー
タ構造を示した．近年，CMSと CGTを含むその拡張は，デー
タストリーム処理だけでなく，圧縮センシング，次元削減，疎

なフーリエ変換などに応用可能な大規模データ処理の基盤技術

としてますます注目されている [13]．
Cormodeと Hadjieleftheriou [6]は，近似頻出値問題を解く

要約データ構造に関する実験的性能評価の結果を与えた．要素

の追加と削除をサポートする要約データ構造内の比較において，

トレードオフ変数を b = 16とした CGTは，最も高速かつ高精
度であった．詳細な結果は，文献 [6]を参照されたい．

1. 2. 本稿の構成

第 2節で基本的な定義と表記を与える．また，以降の節で用
いる整数の二進表現に関する性質を述べる．

第 3節で並列カウンタ配列を与える．このデータ構造は，計
算機ワード内並列性を利用することで，サイズ O(w)のカウン
タ配列の任意の要素カウンタに対し，定数増減を償却定数時間

で，符号判定を定数時間でサポートする．ここで，定数増減の

対象と符号判定の結果は，共に要素カウンタ位置を指定する

ビット列で示される．

第 4節で ϕ = ε = 0.5の場合の近似頻出値問題である近似過
半数値問題を解く効率良い要約データ構造を与える．第 3節の
並列カウンタ配列を既存の要約データ構造 [7]のアイデアと組
み合わせることで，追加と削除を償却定数時間で，過半数値出

力を定数時間で実現できることを示す．

第 5節で任意の近似頻出値問題を解く効率良い要約データ構
造を与える．第 4節のデータ構造を既存の要約データ構造 [7]
のアイデアと組み合わせることで，追加と削除を高速化できる

ことを示す．また，既存データ構造 [7]を修正することで，同
等の成功確率のまま，頻出値出力を高速化できることを示す．

2. 準 備

整数全体の集合を Z = {0,±1, . . .}と書き，自然数全体の集
合を N = {0, 1, . . .} と書く．整数 i, j (i ≤ j) に対する区間を
[i..j] = {i, i + 1, . . . , j} ⊆ Zで表す．また，任意の正数 pに対

し，[p] = [0..p− 1] ⊆ Nと書く．
計算モデル 計算モデルとして，ワード長 w ≥ log u ビットの

unit-cost word-RAMを仮定する．このモデルでは，w ビット

整数に対する論理演算と乗算と除算を含む四則演算，および，

メモリ中の任意の連続する wビットの読み書きを定数時間で実

行できる．また，複数の m ビット整数を単一のワードに詰め

込むことで，サイズ ⌊w/m⌋ のmビット整数配列に対する要素

ごとの加減算と大小比較を定数時間で実行できる．

整数の二進表現 任意の整数 x ∈ N に対し，bit(x, i) ∈ {0, 1}



で x の i 番目のビットを表す．任意の集合 S ⊆ [m] に対し，
int(S) ∈ [0..2m − 1] で bit(int(S), i) = 1 ⇐⇒ i ∈ S を満

たす整数を表す．また，任意の整数 x ∈ Z (x ̸= 0) に対し，
lsb(x) = min{i ∈ N | x mod 2i = 0}と定める．言い換えると，
lsb(x)は，xの二進表現における最下位 1の位置を表す．以降
では，便宜上，lsb(0) =∞と定める．二値カウンタの桁上げ回
数と同様の議論により，次の補題が成り立つ：

補題 1 任意の正数 n に対して，lsb(1), . . . , lsb(n) の各要素は
償却定数時間で計算可能．

本稿で利用する関数 lsbの性質を与える．整数の加算に関し，
次の補題が成り立つ：

補題 2 任意の整数 x, y に対し，以下が成り立つ：

(1) lsb(x + y) = lsb(x) ⇐⇒ lsb(x) < lsb(y).

(2) lsb(x + y) > lsb(x) ⇐⇒ lsb(x) = lsb(y).

(3) lsb(x + y) < lsb(x) ⇐⇒ lsb(x) > lsb(y).

3. 並列カウンタ配列

本節では，サイズ O(w)のカウンタ配列上の定数更新と定数
比較を並列にサポートするデータ構造を与える．カウンタ配列

は，近似頻出値問題を解く要約データ構造を実現する際に重要

になる．本節の以降では，mでカウンタ配列のサイズを表し，

n で各要素カウンタのビット長を表す．また，m = O(w) と
n = O(w)を仮定する．
カウンタ配列 C[0..m− 1]は，m個の符号付き整数カウンタ

C[0], . . . , C[m− 1] ∈ Zを管理し，次の基本操作をサポートす
るデータ構造である．ここで，x ∈ [0..2m − 1]とする：

定義 1 (カウンタ配列の基本操作)

increment(C, x): 各 i ∈ [m]に対して，C[i]←C[i] + bit(x, i).

decrement(C, x): 各 i ∈ [m]に対して，C[i]←C[i]− bit(x, i).

iszero(C): 整数 int({i ∈ [m] | C[i] = 0})を返す．

以下では，基本操作 increment, decrement, iszeroをそれぞれ
単位増加，単位増減，ゼロ判定と呼ぶ．また，単位増加と単位

減少を合わせて単位増減と呼ぶ．

カウンタ配列C[0..m−1]は単に整数配列で実装できる．この
場合，配列を走査することで各基本操作を Θ(m)時間でサポー
トできる．実際，近似頻出値問題を解く要約データ構造 [7]は，
カウンタ配列をサイズ O(log u)の整数配列で実装している．
本節の以降では，通常の論理演算と算術演算だけを用いて単

位増減とゼロ判定をそれぞれ償却定数時間と定数時間で実現で

きることを示す．本節の主結果として次の補題を示す：

定理 2 (並列カウンタ配列の計算量) 語長 w の word RAMを
仮定したとき，サイズ O(w)カウンタ配列上の単位増減とゼロ
判定をそれぞれ償却定数時間と定数時間でサポートする O(n)
領域のデータ構造が存在する．

c0,0  c0,3  c0,1  c0,4  c0,2  c0,5  c0,m-1 c0,m-3 c0,m-2 ··· ··· ··· 

··· 
··· 

cn,0  cn,3  cn,1  cn,4  cn,2  cn,5  cn,m-1 cn,m-3 cn,m-2 ··· ··· ··· 

ci,0  ci,3  ci,1  ci,4  ci,2  ci,5  ci,m-1 ci,m-3 ci,m-2 ··· ··· ··· 

cn 

ci 

c0 

··· 
··· 

lsb(t) 

lsb(pre(t)) 

C[i] 

! 

図 1 カウンタ配列 C[0..m− 1]を表す小カウンタの配置．ただし，簡
単化のために m mod 3 = 0 を仮定．

3. 1. 提案データ構造

並列カウンタ配列 C[0..m− 1]の各要素カウンタ C[i] ∈ Zを
n個の小カウンタ ci,0, . . . , ci,n−1 で表す．ここで，小カウンタ

は C[i] =
∑n−1

j=0 ci,j2j を満たす．このとき，単一の要素カウン

タ C[i]は，t回目の更新操作において ci,0, . . . , ci,lsb(t) だけを変

更することで，両方向の更新操作 incrementと decrementを共
に償却定数時間でサポートできる．

以下では，単一のカウンタ C を表す小カウンタ c0, . . . , cn−1

に対して基本アイデアを示す．サイズ m のカウンタ配列を扱

うためには，各要素カウンタ C[i]j を i mod 3の値に従ってグ
ループに分け，各グループ内の要素カウンタを番号 iの小さい

順に下位から上位に向かって連続して配置し，単一のカウンタ

に対する更新式を論理演算と算術演算を組み合わせて並列に実

行すれば良い．図 1に配列サイズ mが 3で割り切れる場合の
配置を示す．

並列カウンタ配列の各要素カウンタは，冗長二進カウンタの

一種と見なせる．通常の冗長二進カウンタは，高速な単位増減

の実現のために各桁を {0,±1}中の値で表す．これに対し，並
列カウンタ構造の各要素カウンタは，桁上げを遅延するために

各桁を {0,±1,±2}中の値で表す．
単位増減並列カウンタ配列の償却定数時間 increment/decrement
手続きについて述べる．両方向の更新を償却定数時間でサポー

トするために，更新回数 t ≥ 0に対して下位min{lsb(t), n− 1}
個の小カウンタのみを更新する．

任意の時刻 tの更新操作後，各 0 ≤ ℓ < lsb(t)に対する小カ
ウンタは，通常の冗長二進カウンタと同様に cℓ ∈ {0,±1}に設
定する．一方で，lsb(t) ≤ ℓ < nに対する小カウンタは，下位

の小カウンタからの桁上げを格納するため cℓ ∈ {0,±1,±2}に
設定する．桁上げ計算は，以下の式で計算される：

(ci, x)←


(ci + x− 2, +1) if ci + x ≥ +2.

(ci + x + 2,−1) if ci + x ≤ −2.

(ci + x, 0) otherwise.

任意の時刻 tに対し，pre(t) = max{t− 2lsb(t), 0}で小カウン
タ clsb(t) を最後に参照した時刻を表す．このとき，小カウンタ

の値に関する次の補題が成り立つ：

補題 3 時刻 tの更新の開始において，小カウンタは次を満たす：

(1) 各 0 ≤ i < lsb(t)に対し，ci ∈ {0,±1,±2}.

(2) 各 lsb(t) ≤ i < lsb(pre(t))に対し，ci ∈ {0,±1}.



(3) 各 lsb(pre(t)) ≤ i < nに対し，ci ∈ {0,±1,±2}.

証明. 更新回数 tに関する帰納法で示す．

初めに，更新回数 t = 0 の場合に主張が成立することを示
す：このとき，lsb(t) = nであり，任意の 0 ≤ ℓ < nに対して

cℓ = 0に初期化されてため成り立つ．
次に，任意の更新回数 t ≥ 1以前に主張が成立すると仮定し，

更新回数 t + 1で同様に成立することを示す：

1. lsb(t + 1) > lsb(t)の場合：補題 2 (2)より，lsb(t) = 0であ
る．時刻 pre(t+1)の桁上げ計算により，clsb(t+1) ∈ {0,±1}
である．また，時刻 pre(t + 1) < t′ < tの桁上げ計算によ

り，任意の 0 ≤ i < lsb(t)に対して ci ∈ {0,±1,±2}であ
る．以上より，lsb(t + 1) > lsb(t)の場合に主張は成立する．

2. lsb(t + 1) < lsb(t)の場合：補題 2 (3)より，lsb(t + 1) = 0
である．したがって，任意の lsb(t + 1) = 0 ≤ i < nに対

し，|ci| ≤ 2を示せば良い．時刻 tに関する帰納法の仮定よ

り，時刻 t + 1の更新後に |c0| ≤ 2を満たす．また，他の
全ての小カウンタは時刻 tの更新後の値のままである．以

上より，lsb(t + 1) < lsb(t)の場合に主張は成立する．

以上の補題より，任意の時刻 tで桁上げ計算は正しく計算さ

れる．また，任意の時刻 tの更新操作後，下位 lsb(t) + 1個の小
カウンタの値 Llsb(t) =

∑lsb(t)
i=0 ci2i は，|Llsb(t)| ≤ 3 · 2lsb(t) − 1

を満たす．

ゼロ判定 並列カウンタ配列の定数時間 iszero手続きに関して述
べる．基本アイデアは，全ての 0 ≤ i < nに対して上位の小カ

ウンタの値 Ui =
∑n

ℓ=i
cℓ2ℓ を格納することである．各 Ui を陽

に格納するには nビット必要だが，定数ビットの情報を格納す

ることで，任意の時刻 tにおいて，各Uiを更新し，C = U0 = 0
を判定できることを示す．

各 Ui は，ある整数 ui ∈ Z が存在し，Ui = ui2i と書ける．

また，時刻 tの更新後，Llsb(t) = 3 · 2i− 1である．したがって，
−1 ≤ ulsb(t)+1 ≤ +1の場合に陽に ui を格納し，それ以外の場

合に特別な値 ⊥を格納することで，Ui を定数ビットで表現し

つつ，任意の時刻 t で C = Ulsb(t)+1 + Llsb(t) = 0 を判定でき
る．ここで，任意の整数 x ∈ Zと ⊥との算術演算の結果は ⊥
であり，また ⊥ といかなる整数との比較結果は偽であるとす
る．このとき，iszero操作は，単に u0 = 0を検査することで定
数時間でサポートできる．

任意の時刻 tにおいて更新される小カウンタは c0, . . . , clsb(t)

であるため，u0, . . . , ulsb(t) を更新すれば良い．任意の時刻 tに

対し，各 ui (0 ≤ i ≤ lsb(t))は，次の通り更新できる：

ui ←

⊥ if |2ui+1 + ci| > 2.

2ui+1 + ci otherwise.

カウンタ配列 C[0..m− 1]上の符号判定は，次の通り計算で
きる：正の要素カウンタ位置を格納する整数 pをデータ構造に

追加する．データ構造の構築時に p← 0と初期化した後，pは，

Algorithm 1 並列カウンタ更新手続き．
1: procedure update(c0, . . . , cn−1, u0, . . . , un−1, xt):
2: x← xt

3: for i = 0 to min{lsb(t), n− 1} do

4: (ci, x)←


(ci + x− 2, +1) if ci + x ≥ +2.

(ci + x + 2,−1) if ci + x ≤ −2.

(ci + x, 0) otherwise.

5: for i = min{lsb(t), n− 1} to 0 do

6: ui ←

{
⊥ if (ui+1 = ⊥) ∨ (|2ui+1 + ci| > 2).

2ui+1 + ci otherwise.

単位増加の開始時に p ← p | (iszero(C) & x) と，単位減少の
終了時に p ← p & ∼(iszero(C) & x)と更新できる．負の要素
カウンタ位置を格納する整数も同様に更新できる．以上により，

要素カウンタの符号判定は，定数時間で計算できる．

カウンタ配列 C[0..m− 1]上の定数比較は，次の通り計算で
きる：各要素カウンタ C[i]と比較したい定数を α[i]と書く．並
列カウンタ配列の初期化の際に，各要素カウンタ C[i] を定数
−α[i] に設定する．このとき，等価判定 C[i] = α[i] はゼロ判
定に帰着でき，大小判定 C[i] > α[i] と C[i] < α[i] は符号判
定に帰着できる．以上により，要素カウンタと定数の比較は，

O(maxi∈[m] α[i])時間の前処理の後，定数時間で計算できる．

4. 近似過半数値問題に対する要約データ構造

本節では，ϕ = ε = 0.5に対する近似頻出値問題である近似
過半数値問題を解く高速な要約データ構造を与える．この要約

データ構造は，O(log u)領域を用いて，過半数値の出力と要素
の追加と削除をそれぞれ定数時間と償却定数時間でサポートす

る．ただし，過半数値が存在しない場合は，任意の値を出力す

る．以下では，m = log uで各要素の表現長を表す．本節で与

える要約データ構造の基本操作を次に示す：

定義 2 (近似過半数値問題を解く要約データ構造の基本操作)

insert2(S, x): xを要約データ構造 Sに追加する：fx ← fx +1.

delete2(S, x): xを要約データ構造 Sに削除する：fx ← fx−1.

output2(S): ϕ = ε = 0.5に対する単元集合 F̂ を返す．

4. 1. CormodeとMuthukrishnanの既存データ構造
近似過半数値問題に対する Cormode と Muthukrishnan の

要約データ構造 [7]は，近似過半数値出力と要素の追加と削除
を O(log u)時間でサポートする．
このデータ構造は，カウンタ配列 C[0..m− 1]と整数 n ∈ N

として表せ，C[i] =
∑

x∈U
fx×bit(x, i)と n =

∑
x∈U

fx を満

たすように更新される．したがって，要素の追加と削除は，各

要素カウンタ C[i]の単位増減で実現できる．また，過半数値 x

が存在するならば，任意の 0 ≤ i < mに対して，bit(x, i) = 1
のとき，またそのときに限り C[i] > ⌈0.5n⌉である．したがっ
て，過半数値の出力は，各要素カウンタと整数値の比較で実現

できる．



Algorithm 2 近似過半数値問題に対する要素の追加操作．
1: procedure insert2(S = (C[0..m− 1], n), x)
2: n← n + 1
3: increment(C, x)
4: if n is odd then
5: increment(C, 2m − 1)

Algorithm 3 近似過半数値問題に対する要素の削除操作．
1: procedure delete2(S = (C[0..m− 1], n), x)
2: n← n− 1
3: decrement(C, x)
4: if n is even then
5: decrement(C, 2m − 1)

Algorithm 4 近似過半数値問題に対する出力操作．
1: procedure output2(S = (C[0..m− 1], n))
2: return check>0(C)

4. 2. 提案データ構造

本稿の近似過半数値問題に対する要約データ構造の基本アイ

デアは，前節の並列カウンタ配列を既存の要約データ構造 [7]
と組み合わせることである．

カウンタ配列 C[0..m− 1]を前節のデータ構造で実現するこ
とで，要素の追加と削除は，ただちに償却定数時間に高速化

できる．一方，近似過半数値出力は，各要素カウンタと実行時

に決まる O(w) ビット整数の比較 C[i] > ⌈0.5n⌉ を伴うため，
O(w)時間のままである．
提案データ構造は，近似過半数値出力を高速化するために，

各要素カウンタ C[i]に格納する値を以下の通り変更する：

C[i] =
∑
x∈U

fx × bit(x, i)− ⌈0.5n⌉.

この変更により，近似過半数値出力は，カウンタ配列に対する

正数判定 C[i] > 0に帰着できる．また，右辺の第一項と第二項
は，それぞれ高々±1しか変化せず，定数時間で求まる．
本稿で提案する近似過半数値問題を解く要約データ構造の各操

作をAlgorithm 2–4に示す．ここで，check>0(C[0..m−1])は，
符号判定 C[i] > 0を満たすとき，そのときに限り bit(x, i) = 1
を満たす整数 xを返す．本節の議論と定理 2より，近似過半数
値問題を解く要約データ構造に関する次の定理を得る：

定理 3 (近似過半数値問題の計算量) 要素の追加と削除を償
却定数時間で，近似過半数値出力を定数時間でサポートする

O(log u)領域のデータ構造が存在する．

5. 近似頻出値問題に対する要約データ構造

本節では，任意の実数 0 < ϕ ≤ 1に対する近似頻出値問題を
確率的に解く要約データ構造 BP-CGTを与える．このデータ構
造は，O(log(k/δ) log(u)/ε)領域を用いて，要素の追加と削除
を償却O(log(k/δ))時間で，近似頻出値出力をO(log2(k/δ)/ε)
時間でサポートする．ここで，δ は，出力の失敗確率を定める

任意の定数である．本節で与える要約データ構造の基本操作を

次に示す：

定義 3 (近似頻出値問題を解く要約データ構造の基本操作)

insert(S, x): xを要約データ構造 S に追加する：fx ← fx + 1.

delete(S, x): xを要約データ構造 S に削除する：fx ← fx− 1.

output(S): 任意の ϕ, εに対する集合 F̂ を返す．

5. 1. CormodeとMuthukrishnanの既存データ構造
近似頻出値問題に対する Cormode と Muthukrishnan の要

約データ構造 CGT [7] は，任意の整数 b > 0 に対し，要素の
追加と削除を O(log(k/δ) logτ (u)) 時間で，近似頻出値出力を
O(log(k/δ)(τ logτ (u) + log(k/δ))/ε) 時間でサポートする. た
だし，出力の成功確率は 1− δ である．

要約データ構造 CGT [7]は，次の要素で構成される．ここで，
整数 r と cの具体的な値は，以降の説明で決定する：

– n ∈ N: 総頻度カウンタ．

– N [1..r][1..c]: 部分頻度カウンタ配列．

– C[1..r][1..c][0..m− 1]: 部分ビット頻度カウンタ配列．

– h1, . . . , hr: r 個の汎用ハッシュ関数 hi : U → [1..c].

ここで，総頻度カウンタは n =
∑

x∈U
fx を格納し，部分

頻度カウンタ配列は N [i][j] =
∑

x∈U
fx × [hi(x) = j] を格

納し，部分ビット頻度カウンタ配列の各要素は C[i][j][ℓ] =∑
x∈U

fx × [hi(x) = j]× bit(x, ℓ)を格納する．
要約データ構造 CGTは，要素 x ∈ U の追加と削除を r 個の

カウンタ配列上の単位増減に帰着する．また，出力を r × c個

のカウンタ配列上の大小比較と高々r2 × c回のハッシュ関数計

算に帰着する．要素の追加と削除の実装方法は，データ構造を

構成する各要素の定義より明らかである．以下では，出力の実

装方法を説明する：各 iにおいて，要素 x ∈ F と衝突する要素
の合計頻度 f̸=x が，f̸=x ≤ ϕnを満たすとき，近似過半数値出

力と同じアイデアで要素 xを計算できる．汎用ハッシュ関数の

性質より，要素 xと衝突する要素の合計頻度の期待値は，

E[f ̸=x] ≤ n

c

であり，Markovの不等式より，以下の関係が成り立つ：

P[f̸=x ≥ ϕn] ≤ E[f̸=x]
ϕn

= 1
cϕ

.

このとき，c ≥ 2/ϕ と設定することで，E[f̸=x] ≤ ϕn/2 と
P[f̸=x ≥ ϕn] ≤ 1/2 を満たす．言い換えると，確率 1/2 未満
で f̸=x < ϕnである．全 r 回の試行で f̸=x ≥ ϕnとなる確率は

(1/2)r = δ/k 以下である．したがって，Boole の不等式より，
F に含まれる高々k = ⌈1/ϕ⌉個の要素は，成功確率 1− δ で全

て出力される．

各要素 x ∈ F̂ の頻度が fx > (ϕ − ε)n を満たすためには，
x を F̂ に追加する前に頻度検査を行う．この検査は，全ての
i ∈ [1..r] で N [i][hi(x)] > ϕn を満たすことを確認する．任意



Algorithm 5 要約データ構造 BP-CGTの要素の追加操作．
1: procedure insert(S =(C[1..r][1..c][0..m−1], N [1..r][1..c], n), x)
2: n← n + 1
3: for i = 1 to r do
4: insert2((C[i][hi(x)], N [i][hi(x)]), x)

Algorithm 6 要約データ構造 BP-CGTの要素の削除操作．
1: procedure delete(S =(C[1..r][1..c][0..m−1], N [1..r][1..c], n), x)
2: n← n− 1
3: for i = 1 to r do
4: delete2((C[i][hi(x)], N [i][hi(x)]), x)

Algorithm 7 要約データ構造 BP-CGTの出力操作．
1: procedure output(S =(C[1..r][1..c][0..m−1], N [1..r][1..c], n))
2: F̂ ← ∅
3: for (i, j) = (1, 1) to (r, c) do
4: x← output2((C[i][j], N [i][j]))
5: for k = 1 to r do
6: if N [k][hk(x)] ≤ ϕn then
7: break
8: F̂ ← F̂ ∪ {x}

9: return F̂

の候補値 x ∈ U の頻度を fx < (ϕ− ε)nと仮定する．候補値 x

が，第 i回目の頻度検査をパスするとき，i回目の試行で要素 x

と衝突する要素の合計頻度は，f̸=x ≥ εnを満たす．任意の誤差

上限 ε < ϕに対し，c ≥ 2/εと設定すると，期待値の線形性と

Markovの不等式より，E[f̸=x] ≤ εn/2 と P[f̸=x ≥ εn] ≤ 1/2
であり，要素 x がパスする確率は 1/2 以下である．独立した
r 回の試行により，最終的に要素 x ̸∈ F̂ を出力する確率は
(1/2)r = δ/k 以下である．以上により，確率 1− δ 以上で任意

の x ∈ F̂ に対して，fx ≤ (ϕ− ε)nを満たす．
5. 2. 提案データ構造

本稿の近似頻出値問題を解く要約データ構造 BP-CGT の基
本アイデアは，既存データ構造 CGT [7]の各サイズm = O(w)
のカウンタ配列 C[i][j][0..m− 1]を第 3節の並列カウンタ配列
で置き換えることである．この置き換えにより，要素の追加と

削除は，ただちに償却 O(log(k/δ))時間に高速化できる．
一方，近似過半数値問題の場合と同様に，CGTの近似頻出値

出力は，単純な並列カウンタの置き換えでは高速化できない．

また，近似過半数値問題の場合と異なり，カウンタ値の変更に

よる解決は難しい．近似過半数値問題の場合，カウンタ配列と

合計頻度は同時に更新されるため，⌈ϕn⌉ の変化をカウンタ配
列に反映できた．これに対し，近似頻出値問題の場合，追加あ

るいは削除される要素 xに関連する r個のカウンタ配列だけ更

新されるため，⌈ϕn⌉の変化を xに関連しない r× (c− 1)個の
カウンタ配列に反映できない．

提案データ構造 BP-CGTの各操作を Algorithm 5–7に示す．
次の補題は，近似頻出値出力の候補計算を単に近似過半数値出

力で実現した場合でも，CGT の出力に関する理論的に保証は
変化しないことを示す：

補題 4 BP-CGTは，確率 1− δ 以上で F̂ を返す．

証明. 初めに，BP-CGTの出力 F̂ は，確率 1−δ以上でF ⊆ F̂
を満たすこと示す：独立した各試行において，任意の頻出値

x ∈ F の頻度 fxは fx > ϕnを満たし，xと衝突する要素の合計

頻度 f ̸=x は，Markovの不等式より確率 1/2以下で f̸=x ≥ ϕn

を満たす．したがって，確率 1/2未満で fx > N [i][hi(x)]/2 =
(fx + f̸=x)/2であり，output2(C[i][hi(x)], N [i][hi(x)])は正し
く x ∈ outputを返す．
次に，任意の出力値 x ∈ F̂ の頻度 fx は，確率 1− δ 以上で

fx ≥ (ϕ− ε)nを満たすことを示す：BP-CGTは，頻度検査を
変更しないため，CGTと同様の議論により示される．

6. お わ り に

本稿では，近似頻出値問題を効率良く解くための要約データ構

造BP-CGTを提案した．この要約データ構造は，集合U = [0, u)
に含まれる全要素の頻度情報を O(log(k/δ) log(u)/ε) 領域で管
理し，要素の追加と削除を償却 O(log(k/δ)) 時間でサポート
し，任意の時点での近似頻出値出力をO(log2(k/δ)/ε)時間でサ
ポートする．ここで，近似頻出値出力の失敗確率は，δ ∈ (0, 1]
である．この要約データ構造により，長さ nのデータストリー

ム上の近似頻出値問題は，O((n log(k/δ) log u + log2(k/δ))/ε)
時間で解ける．提案データ構造は，同じ操作をサポートする

Cormode と Muthukrishnan のデータ構造 CGT [7] と同等の
計算領域と失敗確率を達成すると同時に，要素の追加と削除を

O(log u)倍に高速化し，近似頻出値出力をO(log(u)/ log(k/δ))
倍に高速化している．このような高速化は，CGTに関する既存
の時間と領域のトレードオフでは実現できなかった．

また，提案データ構造BP-CGTを実現するために，m = O(w)
個のカウンタ C[0], . . . , C[m− 1]を効率良く管理するデータ構
造である並列カウンタ配列を提案した．このデータ構造は，各

i ∈ [0, m)に対して，カウンタの更新操作C[i]← C[i]+bit(x, i)
と C[i] ← C[i] − bit(x, i)を償却定数時間でサポートし，カウ
ンタの比較操作 C[i] = 0 を定数時間でサポートする．ここ
で，x ∈ [0, 2m) は，更新操作を行うカウンタを指定する m

ビット整数である．また，比較操作の結果は，m ビット整数∑m−1
i=0 [C[i] = 0] · 2i として計算される．
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