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あらまし  確率モデルの最尤推定の逐次繰り返しと情報量基準の値比較による停止基準を用いることにより，確

率的クラスタリングの要因数を自動決定するアルゴリズムを提案する．これにより，不確かさやあいまいさが含

まれるデータでも最適と考えられる要因数を少ない計算量で導くことができる．最後に，提案手法と既存の発見

的手法の比較・評価を，混合多次元正規分布を用いて実施する． 
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1. まえがき  

近年の情報技術の発展により，多様かつ大量のデー

タを得ることが可能となっている．それに伴い， 膨大

なデータから有益な情報を機械的に発見するための情

報処理技術の必要性が高まっている．未知のデータか

ら有益な情報を発見するためには，予めクラスタリン

グを行うことが必須である．クラスタリングとは，関

連するオブジェクト同士をグループ化する手法であり， 

機械学習や人工知能分野において最も重要なタスクの

ひとつである．  

 クラスタリングの典型的な生成モデルは正規混合モ

デルである．正規混合モデルでは，データは複数の正

規分布の加重平均によって表現される．このモデルは，

柔軟な近似能力を持ち，多くの正規分布を組み合わせ

そのパラメータの値を調整することで，任意の滑らか

な密度関数を精度よく近似できる．このため，統計解

析のみならずデータマイニング，パターン認識，機械

学習など幅広く応用されている．  

 𝑥の所属確率𝑝(𝑥, 𝜃)が ,  

𝑝(𝑥, 𝜃) = 𝜇𝑝1(𝑥, 𝜃𝑖) + (1 − 𝜇)𝑝2(𝑥, 𝜃2) 

(ただし，𝜃 =< 𝜃1 , 𝜃2, 𝜇 > は互いに独立 ) 

として定式化される問題を，混合分布問題という．通

常解析的に解を得ることが難しく，反復近似などによ

る数値計算で処理する．  

 正規混合モデルのパラメータを推定するための数値

計算法としては，EM アルゴリズムが知られている [3]．

しかし，EM アルゴリズムはあらかじめ要因数 k を与

えておく必要があり，未知のデータの要因数を推定す

ることは一般に困難である．さらに，EM アルゴリズ

ムは一次収束であるため，パラメータ推定するデータ

によっては収束までの反復回数が多大になるという問

題もある．事前に要因数を設定せずにクラスタリング

を行う手法として，x-means 法が提案されている [4]．

x-means 法では，再帰的に k-means 法を行いクラスタ

ーの分割前後の状態を，情報量基準を用いて評価する

ことで，要因数を自動決定する．  

 本論文では，これらの手法を組み合わせて x-EM ア

ルゴリズムを提案する．分割数=2 とした EM アルゴリ

ズムを繰り返し適用し，その改善を情報量基準を用い

て評価することで最適な分割数を自動的に決定する．  

 以下，2.では EM アルゴリズム，3.では k-means 法と

その拡張の原理について述べ，4.に本論文が提案する

x-EM アルゴリズムを示す．5.で多次元正規分布への適

用例を示す．6. では気象データを用いて混合正規モデ

ルによる分布推定問題への適用実験結果と考察を示し，

7.をまとめとする．  

 

2. EM アルゴリズム  

EM アルゴリズムとは，観測不可能な潜在変数に確

率モデルが依存する場合を想定し，確率モデルのパラ

メータを最尤推定する手法である[3]．  

観測可能なデータ 𝑥𝑖と非観測データ𝑦𝑖  からなる𝑛個

のデータ𝑋があるとし，確率密度関数が未知のパラメ

ータθを用いて𝑝(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖; 𝜃) と与えられているとする．未

知のパラメータθ の最尤推定値は，観測データの対数

尤度関数  

𝐿(𝑋; 𝜃) = 𝑙𝑜𝑔 𝑝(𝑋; 𝜃) 

=  log ∫ 𝑝(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖; 𝜃) 𝑑𝑦𝑖 

を最大化するθとして求められる．しかし，これの最

大値を解析的に求めるのは困難であることが多い．そ

のため，EM アルゴリズムでは，完全データの対数尤

度関数  

𝐿𝑐(𝜃; 𝑋) =  log 𝑝(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖; 𝜃)  

の条件付き期待値 (Q 関数 )の逐次最大化により，観測

データの対数尤度関数の最大化を間接的に行う．θ(t)を，

第 t 回目の反復後のパラメータの推定値を表すものと

すると，第 t + 1 回目の反復において，まず，E ステッ

プで Q 関数  

𝑄(𝜃|𝜃(𝑡))  =  𝐸[𝐿𝑐(𝜃; 𝑋)|𝑥𝑖;  𝜃(𝑡) ] 



 

 

を計算し，M ステップで Q 関数を最大にするθを求め，

それを𝜃(𝑡+1) とする．  

EM アルゴリズム整理すると，以下のようになる．  

1. 初期値𝜃(0)を設定し， t =0 とする．  

2. 以下を収束するまで繰り返す．  

 E-step: 𝑄(𝜃|𝜃(𝑡))  を計算．  

 M-step: 𝜃(𝑡+1) = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥𝜃𝑄(𝜃|𝜃(𝑡))，t ←  t + 1 とする． 

EM アルゴリズムは，各反復動作において，L(𝑋; θ) 

は単調増加し，𝐿(𝑋; 𝜃(𝑡+1)) ≥ 𝐿(𝑋; 𝜃(𝑡))が成立する [4]．こ

のとき，等号は𝑄(𝜃(𝑡+1)|𝜃(𝑡)) = 𝑄(𝜃(𝑡)|𝜃(𝑡))のときに限る．

つまり，EM アルゴリズムを実行することにより，L を

極大にするような𝜃が得られる．  

 

3. k-means 法とその拡張  

 本章では，基本的なクラスタリングアルゴリズムで

ある k-means 法を示し，その問題点とクラスター数推

定のための改善方法を示す．  

 k-means 法は ,データの平均をクラスターの代表点と

し，代表点との距離が最小となるクラスターに割り当

てる方法である [9]．  

 k-means 法は，以下のようなアルゴリズムからなる． 

1.データ集合の中の最初の k 個を 1 メンバのクラスタ

ーとして取る．  

2.残りのデータを最短距離の重心をもったクラスター

に割り当てる．  

3.新たなクラスターの重心を取り ,2.の操作を行う．  

4.クラスターの重心が変化しなくなった場合，アルゴ

リズムを終了する．   

 ここで，k-means では，クラスター数にあたる k の

値はあらかじめ決めておく必要がある．  

 x-means 法  は，k-means 法を拡張した手法であり，

再帰的に k-means 法を実行することでクラスターの分

割数を自動決定する方法である [4]．  

 x-means 法のアルゴリズムは，k-means 法による分割

と，情報量基準による評価の 2 段階で構成されている． 

1. k =2 として，k-means 法で 2 個のクラスターに分割

する．  

2. 現在存在しているクラスターから 1 個を選択し，そ

れに対し k=2 で k-means を実行する．   

3 2.の実行前後の情報量基準を比較し，後のほうが優

れているならば，その分割を採択し，2.へ戻る．そう

でなければ，分割は棄却され，他のクラスターの分割

を試行する．分割すべきクラスターがなくなった場合，

アルゴリズムを終了する．  

 x-means 法はトップダウン型分割の排他的クラスタ

リングであり，一度分割されたクラスターは他のクラ

スターに移動することはないため，初期値への依存性

が大きく，局所解に陥りやすい．また，同じクラスタ

ー数の場合，k-means 法の結果より x-means 法の結果

が改善されていることは少ない．  

 k-means 法では，クラスター同士の境界付近に存在

するデータ点であっても，無理矢理片方に分類してし

まうため，適切なクラスタリングが行えない場合があ

る．このため，データ点それぞれに対して各クラスタ

ーへの存在確率を考えたファジィ c-means 法が考案さ

れている [10]．その中でも，エントロピー正則化によ

るファジィ c-means 法と呼ばれるものは，存在確率zij

を以下のように定義している．  

𝑧𝑖𝑗 =

𝑒𝑥𝑝 (
(𝑥𝑖 − 𝜇𝑗)

2

2𝜎2 )

∑ 𝑒𝑥𝑝 (
(𝑥𝑖 − 𝜇𝑗)

2

2𝜎2 )𝑗

 

これは，後に示す混合正規分布における EM アルゴリ

ズムにおいて，分散共分散行列𝛴𝑗 = 𝜎2𝐸，混合比𝜋𝑗 = 1/k

としたものと一致しており，これは EM アルゴリズム

において分散と混合比を固定した場合に相当してい

る [11]．  

4. x-EM アルゴリズム  

EM アルゴリズムを繰り返して適用し、その結果を

情報量基準を用いて比較することにより，最適と思わ

れる要因数を推定する．  

まず入力データを一つのクラスターと見なし，そこ

から分割を繰り返していく .  

 

まず，EM ステップを実行し収束した時のパラメー

タ推定値をθ∗とすると，そのときの Q 値𝑄(𝜃|𝜃∗)は，  

𝑄(𝜃|𝜃∗) = ∑ 𝑄𝑖(𝜃|𝜃∗) =

𝑚

𝑖=1

𝑄𝑝(𝜃|𝜃∗) + ∑ 𝑄𝑖(𝜃|𝜃∗)

𝑚

𝑖≠𝑝

 

と表すことができる．この時 , クラスターp を新た

な 2 つのクラスター s1 と s2 に分割することを考える．  

分割後のクラスター s1， s2 の初期パラメータは，  

𝜃𝑠1 = 𝜃𝑠2 =
1

2
𝜃𝑝 

𝑋𝑠1 = 𝑋𝑝 + 𝜖,  𝑋𝑠2 = 𝑋𝑝 − 𝜖, 

とする．ただし，ϵは十分小さなランダムベクトルで

ある．この後に，EM アルゴリズムを再び実行するこ

とで s1,s2 に関してパラメータの再推定を行う . ここ

で，再推定が s1,s2 以外のモデルに影響を与えないよ

うにするために，  

∑ 𝑝(𝑚′|𝑋; 𝜃𝑡) =

m′=s1′,s2′

∑ 𝑝(𝑚|𝑋; 𝜃∗)

m=s1,,s2

 

を満たすように値を修正する．このようにすること

で，s1,s2 以外のモデルに影響を及ぼさないままに再学

習を行うことができる．  



 

 

最後に，得られたパラメータを初期値として，もう

一度通常の EM アルゴリズムを行う．  

 再学習が終了した時点の情報量基準の値が前よりも

大きくなっていれば，新しいクラスターを採用し，そ

うでなければ再学習前に戻り，別のクラスターの分割

を試みる . 以上を繰り返し，分割すべきクラスターが

なくなった場合，アルゴリズムを終了する．  

 

5. 多次元正規分布における x-EM アルゴリズ

ム  

 多次元正規分布に対し，x-EM アルゴリズムを適用

する場合を考える．  

 要因数 k の多次元正規分布は，以下のように表現で

きる．  

𝑝(𝑥|𝜃) = ∑ 𝜋𝑖𝑁(𝑥|𝜇𝑖 , 𝛴𝑖)

𝑘

𝑖=1

 

∑ 𝜋𝑖 = 1,

𝑘

𝑖=1

 𝜋𝑖 > 0 

𝑁(𝑥|𝜇𝑖 , 𝛴𝑖) = 

1

(2𝜋)𝑑/2√det (𝛴𝑗)
𝑒𝑥𝑝 (−

1

2
(𝑥 − 𝜇𝑗)

𝑇
𝛴𝑗

−1(𝑥 − 𝜇𝑗)) 

ここで，μi, ∑ πii, はそれぞれ正規分布の平均 ,分散共分

散行列 ,混合比を表す．また，𝑖はデータを生成した分布

のインデックスに当たる変数であるが，これは直接観

測することができないため，隠れ変数である．  

これらのパラメータをまとめて，  

𝜃 = {𝜇𝑖 , 𝛴𝑖 , 𝜋𝑖|𝑖 = 1, … 𝑘} 

と表す．  この𝜃を x-EM アルゴリズムで推定する．  

このとき，混合正規分布𝑝(𝑥|𝜃)は，  

𝑝(𝑥|𝜃) = ∑ 𝑝 (𝑥, 𝑖|𝜃)

𝑘

𝑖=1

 

と表せるので，EM アルゴリズムの E ステップと M

ステップは以下のようになる．  

E ステップ  

・データ𝑥𝑖が分布𝑓𝑗から得られる確率𝑧𝑖𝑗は，以下のよ

うに求められる．  

𝑧𝑖𝑗 =
𝑝𝑗𝑓𝑗(𝑥𝑖)

∑ 𝑝𝑘𝑓𝑘(𝑥𝑖)𝐾
𝑘=1

 

𝑓𝑗 =
1

(2𝜋)𝑑/2√det (𝛴𝑗)
𝑒𝑥𝑝 (−

1

2
(𝑥 − 𝜇𝑗)

𝑇
𝛴𝑗

−1(𝑥 − 𝜇𝑗)) 

 

M ステップ  

各パラメータは，以下の式により推定することがで

きる．  

・平均𝜇𝑗(j=1,2,…k) 

𝜇𝑗 =
∑ 𝑧𝑖𝑗𝑥𝑖

𝑁
𝑖=1

∑ 𝑧𝑖𝑗
𝑁
𝑖=1

 

・分散共分散行列𝛴𝑗 

𝛴𝑗 =
∑ 𝑧𝑖𝑗(𝑥𝑖 − 𝜇𝑗) (𝑥𝑖 − 𝜇𝑗)𝑇𝑁

𝑖=1

∑ 𝑧𝑖𝑗
𝑁
𝑖=1

 

・混合比𝜋𝑗  

𝜋𝑗 =
1

𝑁
∑ 𝑧𝑖𝑗

𝑁

𝑖=1

 

また，クラスター分割の際の初期パラメータと制約

条件は，以下のようになる．  

s1,s2 の初期パラメータ  

𝜇𝑠1 = 𝜇𝑝 + 𝜖,  𝜇𝑠2 = 𝜇𝑝 − 𝜖, 

𝛴𝑠1 = 𝛴𝑠2 =
1

2
𝛴𝑝 

𝜋𝑠1 = 𝜋𝑠2 =
1

2
𝜋𝑝 

制約条件  

𝑝∗(𝑖|𝑥𝑖 , 𝜃) =
𝑝(𝑥𝑖 , 𝑖|𝜃)

∑ 𝑝(𝑥𝑖 , 𝑘|𝜃))𝑠1,𝑠2
𝑘

𝑝(𝑝|𝑥𝑖 , 𝜃) 

 

6. 実験  

6.1 準備  

 気象庁データから提供されている天気データ

から，1987 年～2016 年の 30 年分のデータを使用

する．  

このデータの次元数は 2(平均気温・平均湿度 )で

あり，要因数=3 となるよう，3 都市 (札幌・東京･

大阪 )のデータのみを抽出する．  

 それぞれの都市ごとのパラメータは，以下の表

1 の通りである．また，図 1 は都市ごとに分割し

た状態の実験データのプロットである．  

表 1. 各都市のパラメータ  

 

平均 平均気温 平均湿度

大阪 0.377 0.121
北海道 -1.425 0.348
東京 0.851 -0.375

分散共分散行列

0.033 -0.014

-0.014 0.687
0.045 -0.04
-0.04 1.631
0.055 -0.016
-0.016 0.489

混合比

大阪
北海道
東京 0.385

大阪

北海道

東京

0.302
0.31



 

 

 

図 1 都市ごとに分割した実験データ  

 

6.2 評価方法  

 EM アルゴリズムにおいては，対数尤度 𝑙𝑜𝑔𝐿 

𝑙𝑜𝑔𝐿 = ∑ ∑ 𝑙𝑜𝑔𝑝𝑗(

𝑛

𝑖=1

𝑥𝑖)

𝑘

𝑗=1

 

を用い，値が大きいほどデータの当てはまりが良

いとしている．これは，モデルに含まれるパラメ

ータの数が一定の場合は信頼できるが，パラメー

タの数が変動する場合には，複雑なモデルの方が

大きい値になりやすいということが知られている．

そのため，今回の場合には評価法として使うには

不適である．  

 一方，情報量基準の 1 つである BIC には，パラ

メータ数に応じた罰則項が付加されており，BIC 

がその導出過程において ,指数型分布族の選択を

考えているため，これを用いることにした．  

  

x-EMアルゴリズム
EMアルゴリズム
+発見的手法

x-means

混合数 4 5 2
BIC -10114 -10143 -10355
実行時間(s) 5.24 6.8 0.21

表 3 アルゴリズムごとの実験結果  

(1)推定結果 (k=1)       (2)推定結果 (k=2)       (3)推定結果 (k=3) 

(4)推定結果 (k=4)       (5)推定結果 (k=5)       (6)BIC の変化  

図 2 x-EM アルゴリズムによる推定の様子  

図 3 EM アルゴリズムと発見的手法  

による推定の結果  

大阪 北海道 東京 合計
クラスタ1 0 493 0 493

クラスタ2 0 277 0 277
クラスタ3 1 0 513 514
クラスタ4 749 0 444 1193
合計 750 770 957 2247

表 2 クラスターと都市のクロス表  



 

 

𝐵𝐼𝐶 = 2𝑙𝑜𝑔𝐿 − 𝑘𝑙𝑜𝑔𝑛 

(k:モデルのパラメータ数 ,n:データ数 ) 

 

また，ベースラインとして，x-means 法と EM

アルゴリズムの発見的手法のそれぞれで実験デー

タのモデル推定を行う．  

 

6.3 実験結果・考察  

 x-EM アルゴリズムを用いた，2 次元正規分布デ

ータのモデル推定の結果，要因数は k=4 と推定さ

れた．推定の様子を，図 2 に示す．  

 図 3 に示した，EM アルゴリズムと発見的手法

による推定に近い結果が出ていることが分かる．  

 表 2 は，クラスターごとに含まれるデータを都

市ごとにまとめたものである．  

 クラスター4 において，大阪のデータが約 63%，

東京のデータが約 37%と区別できずに混ざってい

るが，個々のデータの事後確率を見ると，大阪と

東京が 45％～55％とほぼ同確率となっているもの

が多く，これはクラスター分けする際に単純に最

も事後確率が高いクラスターに所属させるように

したことで生まれたものだと考えられる．ファジ

イ分割の特性を活かし，個々のデータにおける混

合比の大きさによるクラスター分割を行うことで，

さらに特徴のつかみやすいクラスタリングが可能

になると考える．  

 表 3 には，アルゴリズムごとの結果の要因数，

BIC, 実行時間を示す．  

 ここから，x-EM アルゴリズムは，EM アルゴ

リズムと発見的手法による手法と同程度のクラス

タリングを，より短時間で行うことができること

がわかる．実行時間の面で言えば，x-means 法の

方がはるかに早いが，x-means では確率モデルに

基づくクラスタリングはできないため，今回のよ

うな混合分布を仮定した場合では，提案手法の方

が有利であるといえる．  

 今回の手法では，一度分割したクラスターは併

合されることなく最後まで残り続けるため，初期

値に強く依存してしまっている．この点を改善す

るため，今後はさらに併合の操作を加えるなどし，

初期値に依存しないアルゴリズムを作ることが課

題である．  

 

7. 結論  

本論文では，混合モデルにおいて，要因数が未知の

場合でも EM アルゴリズムの逐次繰り返しにより分割

し最適な要因数を推定するアルゴリズムを提案した．  

混合正規分布を用いた実験では，発見的手法と比較

し，BIC で 0.2%の向上 ,実行時間で 22.9%の短縮と，良

好な結果を得た．このアルゴリズムは，観測不可能な

潜在変数に確率モデルが依存する場合ならば混合分布

に限らず適用可能である．  

EM アルゴリズムに存在した初期値依存性はそのま

まであるため，分割だけでなく併合の操作を導入する

など，局所最適性の解決が今後の課題である．  
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