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あらまし   従来情報検索の分野では、文献中のテキストに着目した検索手法が中心に研究されてきた。しかし学
術論文などではテキストとともに「数式」が重要であり、数式を対象とした検索手法が有用である。数式の検索に

は、数式を木構造で表現し、pq-gram などの一般的な木構造の類似度計算アルゴリズムを用いることができるが、
表記や木の構造が異なるが同義の数式が検索できないため、十分ではない。 
そこで本研究では、あらかじめ用意した値を引数として数式に代入し、計算した値を特徴量として検索インデッ

クスに利用することで、表記が異なっていても外延的に同値な関数を高速に検索する手法を提案する。また、実際

の論文に含まれる数式データを用いて提案手法を評価する。 
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1. はじめに  
数式は科学技術のコミュニケーションにおいて言

語の壁を超えて用いられる、普遍性と高い表現力をも

つテキストである。常時増え続ける学術論文にも多く

の数式が含まれており、これらの文献から目的の情報

を取り出す数式検索技術の重要性は高い。また、数式

検索は数学教育の分野での需要もあり、よい数式検索

技術は科学者・技術者に限らない多くの人々に求めら

れている。  
ところが、現在普及している Web 検索エンジンは文

字や単語の並びである単純テキストを想定して実装さ

れており、構文木によって表される複雑な構造を持つ

数式を検索するには不十分である。同じく木構造を持

つ XML データに対する研究も行われているが、これ
らは一般の木構造を対象とするものであり、数式の意

味論を考慮した検索を行うことは難しい。  
これらの背景に基づき、本研究では数式の意味を考

慮したインデックスを作成して数式の検索を行う手法

を提案し評価する。数式がいくつかの変数を含む場合、

これらに何らかの値を代入して計算した値は、その数

式の意味に関する手がかりを含むものと考えられる。

本研究ではこの点に着目し、あらかじめ決定した乱数

をデータベース中の数式の変数に代入して、得られる

計算値を数式の特徴量として検索インデックスに用い

る。また、既存の XML データ検索手法との比較実験
を行い、提案手法を評価する。  
以下、本稿では 2 節で関連研究を紹介し、3 節で本

研究において使用した数式検索に関連する技術を説明

する。4 節で数式の意味を考慮したインデックスを提
案し、5 節で既存の XML 検索手法との比較実験を通し

て提案した手法を評価する。6 節で提案した手法に考
察を加える。7 節で結論を述べる。  

 

2. 関連研究  
2.1. XML データ検索 	 

XML データ検索に用いられる柔軟なマッチングを
行うアルゴリズムを紹介する。Tree Edit Distance (TED) 
[3] は文字列に対する編集距離の自然な拡張であり、
XML 木構造の類似度として用いることができる。とこ
ろが、TED の計算には現在知られている最も時間計算
量が小さいアルゴリズム  [5] でも木の頂点数  n に対
して O(n3) 時間が必要であり、計算を繰り返し行う必
要がある検索タスクには適切でない。pq-gram [4] はラ
ベル付き順序木に対する距離の尺度である。 pq-gram
は TED へのよい近似でありながら、O(n log n) 時間で
計算できる。これを用いて XML 文書を検索する手法  
[6] も提案されている。pq-gram の詳細については 5 節
にて改めて説明する。  
これらの手法を用いると、XML の構造を反映した類

似度を計算することができるが、XML 自体は汎用的な
データ記述言語であり、構造に対して特定の意味を仮

定していない。したがって、TED や pq-gram などの既
存手法も、特定のドメインで定義される構造が持つ意

味については取り扱うことができない。  

2.2. 数式検索  
数式を対象とした検索手法を紹介する。  
Kamali ら  [1] は、数式検索の手法を、クエリと完全

一致する数式を取り出す厳密マッチング、データベー

ス中の数式の部分構造をインデックスとする部分構造

マッチング、そしてクエリにワイルドカードを許した



 

 

パターンマッチングに分類し、これらの特徴を分析し

た。これによると、厳密マッチングは部分構造マッチ

ングやパターンマッチングに比べて正確に候補を見つ

けることができるが、発見できる候補の数が少ない。

部分構造マッチングとパターンマッチングではパター

ンマッチングの方がややよい結果が得られたが、よい

結果を得るためにユーザーは検索結果を見ながらクエ

リの修正をする必要があると報告されている。  
ま た 、 数 学 検 索 シ ス テ ム の 性 能 比 較 の た め に

NTCIR-10 Math pilot task [2] において、評価用データ
セットが構築されている。この評価用データセットを

用いた参加システムどうしの比較によると、部分構造

マッチングに基づく検索システムは MAP 性能などの
統合的な検索性能に優れているが、ランキング結果に

不適合の数式が含まれるケースが避けられない。一方、

パターンマッチングに基づく検索システムでは、検索

結果として得られた数式については正解率が高いが、

クエリによっては 1 件も数式がヒットしない場合があ
る。なお、厳密マッチングでは検索可能な数式に対す

る制約が強すぎるため、NTCIR-10 Math では厳密マッ
チングに基づく方式を用いた参加チームはいなかった。 
以上より本稿では、XML データ検索でも従来から検

討されている、部分構造マッチングに基づく手法に焦

点をあてて、その数式検索への適用方法について検討

する。  

3. 関連技術  
3.1. MathML 

MathML [7] は  W3C によって勧告された数式表現
用のマークアップ言語である。XML をベースとしてお
り、Web ページ上での数式表現を中心に、コンピュー
タ上で数式を扱う際に標準的に用いられている規格の

1 つである。数式にはその外観と意味の 2 つの側面が
あるが、MathML ではそれぞれ Presentation Markup と
Content Markup によってそれらを表現することができ
る。表  1 は式 xy に対する Presentation または Content 
Markup である。Content Markup においては乗算を表す
<times>タグと関数適用を表す<apply>タグによって表
現されているが、実際の数式において乗算記号は省略

されているので Presentation Markup においては変数を
並べたものとして式が表現されている。  

表  1: 2 種類の MathML Markup 
Presentation Markup Content Markup 
<math> 
  <mrow> 
    <mi>x<mi/> 
    <mi>y</mi> 
  <mrow/> 
</math> 

<math> 
  <apply> 
    <times/> 
    <ci>x</ci> 
    <ci>y</ci> 
  </apply> 
</math> 

3.2. Mathematica 
Mathematica [8] は、ウルフラム・リサーチ社が開発

している数式処理システムである。  
Mathematica は図  1 に示すように外部ファイルに

MathML などの形式で保存された数式をインポートし
て使用することができる。Mathematica は記号操作に
基づいた高度な数式処理を実現しており、本研究にお

いては数式に含まれる変数を抽出する、代入操作を実

行するといった操作を利用して数式の特徴量計算に利

用した。  

 
図  1:Mathematica で数式を取り込んだ例  

4. 手法  
4.1. 数式の意味を踏まえた特徴量  
	 数式は、その表記としては記号列であるがその表記

に従って自然言語やプログラミング言語と同様に構造

を持ち、この構造に基づく意味を持っている。例えば

自然言語において否定語の影響する部分は構文木の構

造によって決定されこれは文全体の意味を左右する。

また、プログラミング言語においては抽象構文木の評

価順序や構造から値への対応付け、すなわち意味論が

定まっており、これは構造が持つ意味にほかならない。

Mathematica に代表される数式処理系は、数式に対し
て定めた評価規則を実装したシステムであるといえる。 
	 したがって、数式処理系を通じて数式を評価すると

評価規則に基づく意味を含む出力を得られるとみなす

ことができる。出力を特徴量として扱うためにはそれ

が実数値であることが望ましいが、この際にほとんど

の数式には変数が含まれていることが問題となる。  
	 そこで、本研究ではこれらの変数に対して事前に生

成した乱数を代入して評価することで得る実数値を特

徴量とする手法を提案する。これにより、評価値が実

数値となるような数式に対して意味論に基づく特徴量

を得ることができる。  

4.2. 手法の対象  
4.1 において提案した特徴量には、評価の結果が実

数値でない（例えば行列やベクトルである）数式には

適用することはできない。ゆえに、本手法の対象は学

術的文献等に含まれる、実数値を値として持つ数式の

検索である。  



 

 

4.3. 手法の詳細  
4.3.1. 特徴量の計算  
数式に対して次の操作を行い、特徴量を計算する。 
1. 等号・不等号を含む数式は、それをいくつかの部

分に分割する。すなわち、等号・不等号を N (≧0) 個
含む数式は N+1 個の部分に分かれる。このとき、各部
分はなんらかの実数を表現する式となっている必要が

ある。  
2. 各部分の変数に対して、予め生成した共通の乱数

を代入する。この乱数は、システム全体で共通する 1
つのセットを用いる。これによって 1 つの部分に対し
て 1 つの特徴量を得ることとなる。  
これによって、数式に対してその部分の個数分の特

徴量を持つ集合を得る。  

4.3.2. 索引付け  
	 4.3.1 節で述べた手法で全ての数式に対して特徴量
を計算し、これを転置インデックスによって索引付け

する。  

4.3.3. 検索  
クエリを処理する際には、まずクエリの特徴量の集

合を得る。そして、特徴量集合の要素全ての転置イン

デックスを参照し、その指し示す要素を全て出力とす

る。  

4.4. データフロー  
4.3 節で述べた操作を図  2 に示す。図  2 において青

線部は前処理の段階での操作、赤線部はクエリを受け

取った時の操作を示す。  

図  2 提案手法の模式図  
5. 実験	 
5.1. 実験手法  
東京書籍株式会社が出版する高等学校数学科の教

科書に含まれる数式データ（データ数 30,569）をデー
タベースとし、データベース中の数式自身をクエリと

して、 pq-gram によるインデックスと、提案手法によ

るインデックスそれぞれを用いて検索を行い、その出

力を比較した。  

5.1.1. pq-gram 
本実験においては、一般的な XML 文書類似度であ

る pq-gram [4] を用いた検索と比較した。pq-gram は
ラベル付き順序木に対する類似度で、 pq-gram と呼ば

れる元の木の部分木をその特徴として抽出し、それら

を集めた pq-gram profile の集合としての類似度によ
って木の類似度とするものである。本実験においては

類似度 0.5 以上のものを、20 個を限度として出力した。 

5.2. 評価尺度  
再現率の尺度として、平均出力件数を用いた。平均

出力件数は、各クエリに対して検索結果として得たデ

ータ数の平均である。出力結果が適合しているか、す

なわち出力結果がクエリと数学的に関連しているかに

ついては自動的に判断することが困難であるため、い

くつかの実際の出力を確認することで評価した。  

5.3. 結果  
	 表  2 に平均出力件数を示す。提案手法に対しては、
クエリ 30,569 個中 9,869 個（約 32%）の数式に対して
特徴量を求めることができず、それに伴い検索に失敗

したが、それらのクエリの検索結果は 0 件であるとし
て計算した。  
	 特徴量の計算に失敗したケースには、 (1) 出力がベ
クトル・行列である式  (2) 集合の包含関係の式  (3) 文
書内の別の箇所で定義した関数を含む式  などが見ら
れた。  

表  2 平均出力件数  
pq-gram 提案手法 	 

19.40 11.77 

5.4. 出力例  
表  3 にクエリとそれに対する提案手法の出力例を

示す。  
	 これらの出力結果は、表記が異なるため pq-gram で
は類似していないとみなされるが変数名の書き換えを

除いてクエリと数学的に同値な数式である。表記でな

く数学的意味に基づいた検索ができていることを示し

ている。  

表  3 提案手法の出力例  
クエリ	 検索結果	 

𝑎! 𝑎!×! 
𝑎 − 𝑐 + 𝑐 + 𝑏 − 𝑐  𝑎 + 𝑏 − 𝑐 

4𝑥! − 3𝑥 + 10 + −2𝑥! + 6  4𝑥! − 3𝑥 + 10 − 2𝑥! + 6 
4 − 2 𝑥! − 3𝑥 + 10 − 6 

2𝑥! − 3𝑥 + 16 
𝑎𝑥! 𝑃𝑇! 

𝐶𝑃! 
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6. 考察  
6.1. 出力の検討  
平均出力件数はクエリに対してどれだけ柔軟に候

補を見つけ出してきたかを代表する値であり、pq-gram
と 提 案 手 法 で は 大 き な 差 が 付 い て い る 。 こ れ は

pq-gram が部分構造に着目して検索することにより柔

軟なマッチングを実現しているのに対し、提案手法は

特徴量が等しいかどうかについてのみ、というかなり

強い条件のもとで検索をしており柔軟性を欠いている

ことによると考えられる。pq-gram が 10 未満の候補し
か見つけられなかったのは 881 ケースに限られるのに
対して提案手法では特徴量計算に失敗したケースを除

いても 2,956 ケースあったことも提案手法が柔軟でな
いことを示唆している。  

5.3 節で示した、特徴量の計算に失敗したケースに
ついては、 (1) や  (2) については提案手法の対象であ
る実数を返す関数でないために生じる、織り込み済み

の失敗である。ところが  (3) は他の 2 つとは性質を異
にしている、というのもこれケースにおいては実数を

返す関数という仮定が守られており、実験前には予測

できない失敗であるからだ。これは、数式においても

自然言語と同様に周辺の文脈を考慮して意味を解釈す

る必要があることを示していると考えられる。  
出力例においては、特に最後の例において顕著であ

るが、数式の表面的記述では異なるが数学的に同値な

多項式が検索結果に出現しており、提案手法の有効性

をある程度示しているものと考えられる。  

6.2. 数学的解析  
数式が変数名の書き換えを除いて同値であるなら

ば、同一の変数に同一の値を代入することで特徴量を

一致させることができる。このことから、2 つの数式
間で提案した特徴量が一致することはそれら同値であ

ることの必要条件であることがわかる。言い換えると、

特徴量が一致することが同値性を調べる上での緩和さ

れた条件となっている。このことから、提案した特徴

量には同値性を代表する性質があると考えられる。  

7. 終わりに  
関数の同値性を表現する特徴量を提案し、実験的に

評価した。その結果、複雑な数式や実数を扱わない数

式などは特徴量を計算することができず失敗する一方

で、多項式などの数式に対しては同値な関数を効率的

に検索することができ、提案手法の可能性を示すこと

ができた。  
今後の課題としては、より多くの数式に対して特徴

量を計算できるようにする必要がある。このために、

今回想定しなかった実数を扱わない数式などにも実数

への対応付けを考えることで検索を可能とする手法を

開発する。また、特徴量を完全に同値な数式だけでな

く近似的な意味を持つ数式も検索できるように柔軟化

する必要がある。このために、単一の値だけでなく複

数の値からなる特徴ベクトルへと拡張してその空間で

の距離などを考える手法を検討する。  
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